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Uvod
Fourierova transformace je pojmenovana po Jean Baptiste Joseph Fourierovi (1768-
1830), francouzském matematikovi a fyzikovi. Jde o matematicky nastroj, s jehoz
pomoci lze vyjadrit jakykoliv signal jako soucet sinovych vin s raznou frekvenci.
Fourierova transformace F prevadi tedy posloupnost N vzorkal (ozna¢me ji
X={Xy X, ..., Xy_1) ) mna jinou posloupnost N vzorki (oznaCme ji
X=(X,,X,,.... Xy, ). Tato transformace se nazyva doprednou Fourierovou
transformaci K této transformaci existuje transformace inverzni F*' , ktera
analogicky posloupnost X prevede na posloupnost x .
F(x)=X
FUX)=fX)=x
Prvky X,€X se nazyvaji prvky v casové oblasti. Prvky X,€X se oznacuji za prvky v
oblasti frekvencni. Prvky posloupnosti x , X jsou komplexni Cisla.
x,€C
X, eC

Diskrétni Fourierova transformace v 1D (DFT)

Méjme diskrétni signal N vzorku, vyjadfenych posloupnostihodnot f,.n€(0;N—1) .
Tento signal pomoci Fourierovy transformace muze prevést z casové oblasti do
frekvencni takto:

—i2mkn
N —1
Fk = Zn =0 f n e N
Této transformaci se fika dopredna. Obdobné 1ze prevést signal z frekvencni oblasti
do casové takto:

i2m-kn

1 <« N-1 remn
Je patrné, Ze kdybychom implementovali vypocet fourierovy transformace podle
tohoto vzorce, tentovypocet by mél slozitost O(n’) .

Rychla Fourierova transformace (FFT)

V roce 1965 objevili' J. W. Cooley a J. W. Tukey metodu vypoctu Fourierovy
transformace s vypocetni slozitosti O(n-log,n) . Princip tohoto urychleni spo¢iva v
rozkladu posloupnosti na podposloupnosti s lichymi a sudymi prvky puavodni
posloupnosti. Koeficienty Fourierovy transformace se vypoctou z Fourierovych
transformaci vzniklych podposloumosti. Plati totiz [Wolfram]:

1 Ve skutecnostitato metoda vypoctu byla objevena poprvé némedkym matematikem Karlem
Fridrichem Gaussem (1777-1855) o vice nez stoleti diive.
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Tento rozklad posloupnosti na podposloupnosti lze provadét rekurzivné, dokud
neziskame podposloupnost obsahujici jen jeden prvek. Koeficient Fourierovy
transformace této podposloupnostije sam tento prvek. Abychom bez problému mohli
rekurzivné rozkladat posloupnosti, je tfeba, aby signal, ktery chceme transformovat,
mél pravé 2" vzorku.

In-place implementace algoritmu FFT

Algoritmus FFT se nejcastéji implementuje jako in-place algoritmus. To znamena, ze
pro vypocet FFT si vysta¢ime pouze s operatni paméti pro uchovani prvka
posloupnosti.

void fft(Array& arr, bool forward)
{

Prerazeni vstupni posloupnosti

Abychom mohli pohodlné provadét in-place implementaci FFT, pred samotnym
vypocltem prefadime vstupni posloupnost. Timto dostaneme v posloupnosti vZzdy
vedle sebe dva bloky, které tvori v urcitém stupni lichou a sudou podposloupnost.
Princip prerazeni posloupnosti o osmi prvcich je naznacenna obrazku 1.

size_t n = arr.size();

/1 Do the bit reversal

u32 i2 = n > 1;

u32 j = 0;

for (u32 i=0; i < n-1; i++)
if (i <j)
{

Conplex tnp = arr[i];

arr[i] = arr[j];
arr[j] = tnp;

}

u32 k =1i2;

while (k <= j)
L

==k

k >>= 1;

o=k
}
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Obrdzek 1: Preskladani vstupni posloupnosti osmi prvkii.

Piivodni index | Novy index
Dec. Bin. Dec | Bin
0 000 0 000

1 001 4 100

2 010 2 010

3 011 6 110

4 100 1 001

5 101 ) 101

6 110 3 011

7 111 7 111

Tabulka 1: Piaivodni a novy index
Jednotlivych prvku posloupnosti.

Motylkovy algoritmus

Princip vypoctu nového indexu prvku nam
bude zrejméjsSi, pokud si prepiSeme do
tabulky hodnoty puvodniho a nového indexu
prvku. P vyjadieni hodnot indexa ve
dvojkové soustavé si povSimnéte, Ze hodnota
noveho indexu  vznikne preklopenim
jednotlivych biti kolem prostiedniho bitu
(vzhledem k velikosti posloupnostiN).

Samotny vypocet pak provadi sestavovani
podposloupnosti a dopocitani koeficienta
Fourierovy transformace.

Samotné skladani jednotlivych podposlounosti provadi specializovany algoritmustzv.
Motylkovy algoritmus. Ten provadi postupné skladani prvka z liché a sudé
posloupnosti do dvou po sobé jdouci prvki nové posloupnosti.
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Vysledna posloupnost
Obrazek 2: Motylkovy algoritmus na posloupnosti N=8

Jak je vidét na obrazku 2, kazdy prvek vysledné posloupnosti vznikne z prislusného
prvku liché a sudé posloupnosti, tedy:

‘fZ"ik

— N
F,=F+e -F}
—j2m
-k
—a N
S=e
/1 do conputation
u32 |1;
u32 12 = 1;

u32 m = static_cast<u32>(log(n)/log(2));

/1 sign of exponent

f64 sign = (forward) ? -1.0 : 1.0;
/'l base component of exponent of C
f64 cExpBase = sign * MPI;

[ initial

/Il Conplex ¢ = -1.0;

/1 1oop for each |evel

for (u32 1 =0; | <m |++)

{
/1 1oop for each sub DFT el enent
/1 count of sub frequency spectras
11 =12;
/] sub DFT stride
|2 <<= 1;




[l W™ 0

Conpl ex W 1, 0);

[ Wn 1

Conpl ex c(cos(cExpBase/l 1), sin(cExpBase/l1l));

for (u32 j =0; j < 11; j++)
/1 loop for each butterfly (sub DFT)
for (u32 i =j; i <n; i +=12)
{
us2 i2 =i +11;
Conplex t = w™* arr[i?2];
arr[i2] =arr[i] - t;
arr[i] +=t;

}

/] conpute new w
W *= c;

Normalizace zpétné Fourierovy transformace

Nakonec nesmimeu zpétné Fourierovy transformace zapomenout normalizovat celou
posloupnost:

/1 normalize
if (!forward)

{
}

arr /= static_cast<f64>(n);

}

Fourierova transformace ve 2D

Algoritmus vypoc¢tu DFT ve 2D je dan jako vypocet koeficient dle vzorce:

,jzn(kﬂ+ﬁ)

M-1 N-1
_ M N
Xk,l_zmzo 211:0 Xm,n' e
pro doprednou Fourierovu transformacia pro inverzni:

i (kierLn)

1 M-1 < N-1 —JIn( Sty
Xk,l_ MNZm:O ZH:O Xm,n'e
Je zFejmé, Ze takto formulovany vypocet DFT ma slozitost O(n*)

Pro vypocet dvou rozmérné Fourierovy transformace lze vyuzit algoritmus vypoctu
Fourierovy transformace v 1D. Snadno 1ze dokazat, ze:

El...N,j:FlD(Xj,l.“M)
Xl...N,j:FlD<El...N,1’) ’

kde x je matice vzorku v ¢asové oblasti, X,; , je sloupec (resp. fadek) v matici

x , & je matice sloZena po Fadcich z jednotlivych transformovanych sloupcu ve
frekvencni oblast a obdobné X, ,,; je sloupec (resp. fadek) v této matici. Nic nam
tedy nebrani pro vypocet Fourierovy transformace v 2D vyuzit algoritmus FFT pro



vypocet 1D Fourierovy transformace.
Pro uplnostuvadim zdrojovy kod pro 2D FFT:

void fft2(Array& arr, u32 w, bool forward)
{
u3d2 h = arr.size() /I w
/1 perform 1D FFT for each row
Array rArr(w;

for (u32 i =0; i < h; i++)
{
for (U32 j =0; j < W |++)
rArr[j] =arr[i * w+ j];

fft(rArr, forward);
for(u32 j =0; j <w j++)
{

}

arr[i * w+ j] =rATr[j];

}

/1 perform 1D FFT for each col um
Array cArr(h);

for (U32 i =0; i <w i++)
for (u32 j =0; j < h; j++)
CArr[j] = arr[j * w+i];

}
fft(cArr, forward);
for(ud2 j = 0; j < h; j++)

arr[j * w+i] =cAr[j];
}
}

}

Posunuti vystupu FFT

Vystupem dvourozmeérné FFT je matice, ktera svymi rozméry odpovida vstupni matici.
Kazdy prvek této matice vyjadruje velikost afazi frekvence, ktera odpovida pozici
prvku v matici. RozloZenifrekvenci v matici je znazornéno na dorazku 3.

Na tomto obrazku DC predstavuje (prvek na pozici 0,0) tzv. stejnosmérnouslozku
(soucet vSech prvka puvodniho obrazku), X_max oznacuje prvky matice, které
obsahuji koeficienty pro nejvétsi frekvencive vodorovném sméru, obdobné Y_max
oznacuje prvky matice s nejvétsifrekvenci ve svislém smeéru.

Aby se nam lépe pracovalo s vystupnimatici, premistime jednotlivé kvadranty tak, aby
DC slozka byla uprostred matice, koeficient frekvence (-X_max, -Y_max) byl v levém
hornim rohu a koeficient frekvence (X_max, Y_max) v pravém dolnimrohu.



max X -max X
DC - -

max_Y
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Obrazek 3: RozloZenli frekvenci na jednaotlivych prvcich
vystupni matice

Reprezentace vysledku Fourierovy transformace

Vystupem dopredné Fourierovy transformace je posloupnost X , kde jednotlivé
prvky této posloupnosti X,€C . Jednotlivé prvky X; vyjadiuji zastoupeni i-té
frekvence v posloupnosti x . Pro snazs$i pochopeni vyznamu jednotlivych prvku, se
pouziva polarniho vyjadreni koeficientu. Z né€j l1ze zjistit velikost amplitudy frekvence
( M; ), nebo jeji fazovy posun ( ¢; ):

_ atan(2%)
¢,=atan 5X

M=|X[=\% X} +3 X}

Filtrovani pomoci Fourierovy transformace

Pomoci Fourierovy transformace 1ze provadét filtrovani ve frekvencnioblasti. Princip
fungovani takovychto filtra je v téchto krocich:

1) transformace z ¢asové do frekvencni oblasti
2) aplikovani masky, naprvky ve frekvenc¢nioblasti
3) zpétna transformace z frekvencni do ¢asové oblasti

Aplikace masky v kroku dvé zménime (nastavime na nulu) nékteré cleny ve frekvencni
oblasti. Maska tedy urcuje pozice bodi, které budou nastaveny na nulu a pozice bodu,
které zustanounezménény. Pfi aplikovani masky je tfeba se vyvarovatodstranéni

VOV v

signalu.



Obrazek 4: Maska dolni propusti Obrazek 5: Maska horni propusti

Obrazek 6: Maska pasmové propusti

Implementace

Soucasti této semestralni prace je i implementacerychlé Fourierovy transformace a jeji
pouZziti pro realizaci filtru dolni propustina obrazek. Program je napsanv jazyce C++
s pouzitim knihovny STL (trida valarray). Aplikace dale vyuziva knihovnu DevIL



(http://openil.sfnet/) pro praci s obrazky. Program byl vyvijen v prostredi GNU/Linux
s pouzitim prekladace GNU C++ (g+ +), nicméné jsme striktné pouzival prenositelné
knihovny, a proto by preklad pro jiny operacni systémnemél byt problém. Tato
implementace je pristupna na adrese http://home.zcu.cz/~bartipan/zvifft.tar.bz2

L R

Obrdzek 7 PflVOdni obrézek Obrazek 8: Obrazek po filtrovani dolni
propusti

Obrazek 10: Obrazek po filtraci horni
propusti

Obrdzek 9: Puvodni obrdzek
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Zaveér

V této praci jsem se pokusil objasnit algoritmus rychlé Fourierovy transformace. Uvedl
jsem matematicky vztah pro slozeni sudé a liché podposloupnosti, ktery je zakladem
FFT algoritmu. Dale jsem popsal postup, jak vypocist Fourierovu transformaci ve 2D s
pouzitim algoritmu FFT pro 1D transformaci. Na zavér jsem naznacil jak tento
algoritmus pouzit k realizaci dolni propusti pro odstranéni Sumu z obrazku a horni
propusti pro detekci hran. Implementace filtru dolni propustiv jazyce C++ je
pristupna na adrese http://home.zcucz/~bartipan/zvi/fft.tar.bz?2.
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